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NOTATION

0,(X) L’espaces de Banach des suites p-sommables .

lyw(X) L’espaces de Banach des suites faiblement p-sommables .

0, (X) L’espace de Banach des suites Cohen fortement p-sommables .
id(X) Les espaces de suites mid p-sommables .

L(X,Y) Les espaces des opérateurs linéaires continues de X dansY” .

Li(X,Y) L’espace des opérateurs de rang fini .

IL,(X,Y) L’espace des opérateurs linéaires p-sommants .

Hg”d(X ,Y)  L’espace des opérateurs linéaires mid p-sommants .

(X, Y) L’espace des opérateurs Cohen fortement p-sommants .

W;md(X ,Y) L’espace des opérateurs faiblement mid p-sommants .
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INTRODUCTION

En 2012, Karn et Sinha en définissent un nouvel espace de suite qu’ils appellent I’espace
des suites mid p-sommables, ils étudient dans quelles conditions ce nouvel espace coincide
avec les espace de suites fortement p-sommables, faiblement p-sommables et une classe
d’opérateurs définis entre le nouvel espace. En 2017, les chercheurs, G. Botelho, J. R.
Campos et J. Santos, dans leur article [10] a repris I’étude de cet espace, ils définissent
une norme compléte pour ce nouvel espace, et étudier ces classes plus profondément.

L’objectif principal de notre travail de faire une étude détaillé a travers les références
[2] [10] et[1T].

Le mémoire est divisé en trois chapitres qui sont les suivantes.

Dans le premier chapitre, on donne un petit rappel sur les opérateurs linéaires bornés,
et un apergu générale sur les espaces de Banach de suites p-sommables, faiblement p-
sommables et ’espace de Banach des suites Cohen fortement p-sommables, on enchainera
par les opérateurs p-sommants et fortement p-sommants, de plus nous donnera le théoréme
de domination et factorisation de Pietsch.

L’objet du deuxiéme chapitre est d’étudier ’espace de suites mid p-sommables. On
donnera la définition de cet espace, quelques propriétés et quelques théorémes sur cet
espace.

On termine ce travail par le troisiéme chapitre, dans ce chapitre représente une étude sur

les opérateurs mid p-sommants et les opérateurs linéaires faiblement mid p-sommables,
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et nous donnons aussi le théoréme de domination pour les opérateurs faiblement mid

p-sommables.



Chapitre 1

PRELIMINAIRES

1.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.1.1. Un opérateur linéaire 7' : X — Y entre deux espaces deux Banach est

dit borné s’il existe une constante C' > 0 telle que
| T(x) |C| x|, pourtout e X.

On note L(X,Y") I'espace vectoriel des opérateurs linéaires bornés de X dans Y qui est
un espace de Banach sur K(= R ou C) muni de la norme définie par

[T = sup || T(x) ]

ll=[l€ Bx

Le dual topologique

L’espace des formes linéaires continus sur X est dit le dual topologique de X, noté
par X*. Pour z* € X* et x € X on notera généralement (x,z*) au lieu de x*(z) .
a propriété suivante, que nous énoncons sans démonstration, est une conséquence du
L t te, d tration, est d

théoréme de Hahn-Banach sur le prolongement des formes linéaires .
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Proposition 1.1.1. [7] Soit X un espace de Banach. Pour tout x € X on a

|z |l= sup |{z,2")]. (1.1)
B!

L’adjoint d’un opérateur linéaire borné

Soit T' € L(X,Y), Popérateur adjoint de T" est 'unique opérateur linéaire borné
T* € L(X*,Y*) définie par

ie.;

(z,T"y") = (Tx,y")

pour tout x € X et y* € Y*.
Pour tout 7' € L(X,Y) et S€ LY, Z),ona | T ||=||T* || et (SoT)* =T*0 5"

Isomorphisme, isométrie

L’application linéaire 7" : X — Y est dite isomorphisme si T" est bijective continue et
T~! continue .
De plus si || T'(x) ||=|| = || pour tout z € X, on dite que T est une isométrie .
Si I'isomorphisme T : X — T'(X) vérifier || T'(z) ||=|| = || pour tout z € X, on dit que T

est une isométrie injective et on écrit T': X — Y .

1.2 Les espaces de suites a valeur d’un espace de Ba-

nach

L’espace de Banach des suites p-sommables /,(X)

Définition 1.2.1. Soient X est un espace de Banach et 1 < p < 0o on not

“+o0o
(X)) = {x = (zn)n € XV ZH T, P < o0, n € N*}

n=1
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I’espace de Banach des suites p-sommables, tells que

I (zn)n [l = (Z | zn Hp)

loo(X) = {a: = (z)n € XY sup ||z, ||x < o0, n € N*}

=

pour p = 400 on définie

est 'espaces de Banach des suites oo-sommables, tell que

| (@n)n lloo = sup || @, || -
n

Inégalité de Holder généralisé

Soient (X, || . ||) un espace vectoriel normé (z;) ;, (y;)i; deux suites finies d’éléments
1 1 1
de Xet 0 <p,q,r<4ooavec — = — + —. Alors
r p q

B =

(Z P W)T < (Z Iz ||P) <Z I \|q>q. (12)

Théoréme 1.2.1. Soit X un espace de Banach et p > 1. Alors ((,(X),| . ||,) est un

espace de Banach .
Proposition 1.2.1. Si 1 < ¢ <p < +o00 alors {,(X) C ,(X) et
I (@a)i llp < [ (z0)i llg
pour tout (x;); C £,(X) .
Proposition 1.2.2. [6] Soit 1 < p < co. Alors :
(1) (bp(X))* = L (X*) isométriquement.

(ii) ((1(X))" = loo(X™*) isométriquement.

L’espace de Banach des suites faiblement p-sommables ¢, ,,(X)

Définition 1.2.2. Soient X un espace de Banach, et 1 < p < oo. on not

pEBxx

1
lp(X) = o= (z,) € X5 sup (Z | (s @n) |p> < o0, n €N
n=1
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I’espace de Banach des suites faiblement p-sommables, tell que

| (@n)n [lpw = sup (Z | {, Zn) |p>

p
@pEBx*

Pour p = 0o, on défini £o ,,(X) = oo (X) est on a

[ ol o = s (5001 (2.1

YEBx* n

Remarque 1.2.1. On a o, (X) = £ (X) l'espace des suites bornées dans X car

Hm»mw:mm(wmmww):m{sw\@mﬂozwmmwﬂmmww

T*EBx* % % T*EBx*
Proposition 1.2.3. Soit X un espace de Banach et 1 < p < co. Alors

(Cpw(X), |l - |lpw) est un espace de Banach .

Remarque 1.2.2. /,(X) C ¢, ,(X) car, pour toute (z,), € ¢,(X) on a

I (@n)n llpw = sup (ZI(%M |”>

3=

pEB*

sup zn P[] |1
ww(gﬁ HHH)

(;;Lzﬁ;

= || (@n)n ||p< 0.

=

P

IN

L’espace de Banach des suites Cohen fortement p-sommables /7, (X)

Maintenant nous pourrons définir un espace des suites qui a été introduit par Cohen
[91 -
Définition 1.2.3. Soit 1 < p < oo. Une suite (z;)2; est Oéiite Cohen fortement p-
sommable, si pour toute suite (z})72, € - (X"), la série fo (x;) est convergente.

i=1
Dans ce cas on note par ¢, (X) l'espace des suites (z;)2, dans X Cohen fortement p-

sommable .
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Théoréme 1.2.2. L’espace {, (X)est un espace normé muni de la norme défini par

ixf(mz < 1} )

=1

N ()i

I (z)Zs llop= Sup{

Théoréme 1.2.3. Soit X un espace de Banach on a

1. 0,(X) Cly(X) Cl,u(X) de plus

I (z)Es lpw <I (@)1 llp <l (@)Z1 llow

pour tout (x;)72, € £, (X) .

2. Sip=1, onaly(X)="0(X) et

| (z)i2y [ = | ()Zy Moy -
Démonstration.

1. Soit ()32, dans €,(X), d’apres la Remarqudl.2.2]et le théoréme de Hahn Banach,

on peut écrire

| ()21 llp = (Z | @ ”p> = Sup

(@7)721€Be . (x%)

Exa:l

=1

< sup (Z |z (%‘)!)
) \i=1

(mf)’ioileng*yw(X*

= | @)

Cp -

Alors £, (X) C (,(X) .

2. Soit (z;)$2, dans ¢, (X) et p = 1. D’aprés le théoréme de Hahn Banach on a

I (@) loa= sup (ZI%’?(%)\) = _suwp (Z |27 (s > = (z)Zy v -

(#7)21€EBrw (x*) \ =1 (x})21€Bus

Alors 61 <X> = gl(X) .
[

Proposition 1.2.4. Soit X un espace de Banach et 1 < p < co. Alors lespace (L, (X)), || - |cp)

est un espace de Banach .
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Proposition 1.2.5. [6]]
1) (Up(X))" = Ly (X*) isométriquement, pour 1 < p < oo .

2) (L, (X))* = Ly o (X*) isométriquement pour 1 < p < oo .

1.3 1Idéal des opérateurs linéaires

1.3.1 Définitions

Définition 1.3.1. (Opérateur de rang fini) Un opérateur linéaire continu 7" de X
dans Y est de rang fini si dim7'(X) < oo .

L’espace des opérateurs linéaires de rang fini sera noté L;(X,Y) .

Définition 1.3.2. [4]Une classe I des opérateurs linéaires bornés est dite idéal des opé-

rateurs linéaires si

(a) I(X,Y) est un sous espace vectoriel de L(X,Y) et L;(X,Y) C I(X,Y) pour tout
espaces de Banach X et Y.

(b) Propriété d’idéal. Siue L(E,X),T € [(X,Y)etve L(YY,F),alorsvoT ou €
I(E, F).
De plus, si || . ||;: [(X,Y) — R, satisfait.

(i) (L(X,Y),|l.]lr) est un espace normé (Banach).
i) || idk [[;=1.
i) [[voT ou | <[ v [l T [zl wll -

Alors (I(X,Y), ] . |l1) s’appelle idéal normé (de Banach) des opérateurs linéaires.

Remarque 1.3.1. Les opérateurs L¢(X,Y) et L(X,Y) sont des idéaux linéaires .

1.3.2 Les opérateurs p-sommants

Définition 1.3.3. Soit 1 < p < 0o, X et Y deux espaces de Banach. Soit T' € L(X,Y),

on dit que 7" est p-sommant s’il existe une constant positive C' tel que pour tout (z;)"
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de X, on ait

-

(Z | T(a) ||p> <0 () )
() 1< O @i (13

On note Iespace des opérateurs linéaires p-sommants de X dans Y par I1,(X,Y") et muni

de la norme
m,(T) =inf{C, C wvérifant [L.3}.
Remarque 1.3.2. Si T € I,(X,Y) alors
@) [ (T ()i o= mp(T) | @)y [lpw-
(ii) || T [|< mp(T).

Proposition 1.3.1. Soit T un opérateur linéaire. Les assertions suivantes sont équiva-

lentes.
(a) T €1I,(X,Y) et m,(T) < C
(b) 1l eziste une constant C' > 0 tell que
I (T(z)Z) o< C (22)Z1 [lpw (1.4)
pour tout (x;)72, € €y (X).
Théoréme 1.3.1. (théoréme d’inclusion) Soit 1 < p < q < 0o alors
IL(X,Y) Cc II,(X,Y)

et
(1) <m,(T) VT ell,(X,Y)
Proposition 1.3.2. [8] (IL,(X,Y), m,(.)) est un idéal de Banach .
Théoréme 1.3.2. (théoréme de Domination et Factorisation)[8] Soit 1 < p < 0o
et X,Y deux espaces de Banach, K = (Bx+,o(X*, X)) lespace compact obtenu en mu-

nimssant la boule unité de X* de la topologie faible*. Pour tout opérateur T € L(X;Y),

les condition suivants sont équivalent .
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i) T est p-sommant.

i1) S’il existe une probabilité p sur K et une constante C' > 0 tell que

I7@ e ( [ 1me )

15t) Il existe une mesure de probabilité p sur K, un sous espace fermé Z de L,(p) et
un opérateur T € L(Z;Y) tels que
a) )ix(X)C Z.
b) T\jpix(x) =T(x), pour tout x € X .
En d’autres termes, si ];( Dix(X) = Z est Uapplication induite par

Jp o C(K) = Ly(p), comme ix(X) C C(K) et Z C Ly(p), alors le diagramme

sutvante commute

X—L -y
SN
ix(X) Z
|
C(K) —— Ly(p)

1.3.3 Les opérateurs Cohen fortement p-sommants

Définition 1.3.4. Soit 1 < p < o0, et X, Y deux espaces de Banach, un opérateur
linéaire borné T' € L(X,Y) est Cohen fortement p-sommant s’il transforme toute suite
p-sommable & une suite Cohen fortement p-sommable .

C’est-a-dire I'opérateur

T:0,(X) — £,(Y)

()2 — (T(2:))

est bien défini .
L’espace des opérateurs linéaires Cohen fortement p-sommants de X dans Y , noté par

D,(X,Y). Pour p=1,D:(X,Y) = L(X,Y)

10
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Proposition 1.3.3. Soit T € L(X,Y) et 1 < p < oo, alors les propriétés suivantes sont

équivalent .
(i) T est Cohen fortement p-somment .

(ii) Il existe une constante C > 0 telle que

Zm (@) < C I ()2 [lpll (0i)3Zs

p*w
pour tout (x;)72, € (X)) et tout (;)2, € Lpw(Y™) .
(iit) Il existe une constante C' > 0 telle que
Zl% (@) < C [ (@i ol (0i)isy lpe (1.5)
pour toutn € N, z; € X, ¢, € Y*, 1=1,...,n .
Remarque 1.3.3. SiT € D,(X,Y) alors
| T [|< dy(T) . (1.6)

Proposition 1.3.4. [9] (D,(X,Y),d,(.)) est un idéal de Banach .

11



Chapitre 2

LES ESPACES DE SUITES MID
P-SOMMABLES

Dans ce chapitre, nous donnons le nouvel espace de suite défini par Karn et sinha [2], le
nom de ce espace est I'espace des suites de I'opérateurs p-sommables, ce nom a été changé
dans travail [10] par un nom plus pratique c’est l'espace des suites mid p-sommables, la
nécessité de ce changement sera claire dans la chapitre troisiéme . Nous allons comencer
maintenant par la définition adoptée dans la travail de Btelho et dans [10] équivalent a

la définition originale de travail de Karn et Sinha .

2.1 L’espace (;""(X)

o0

Définition 2.1.1. Soit (z;)52; une suite des éléments d'un espace de Banach X. (z;)52,

o0

est dite mid p-sommable si (¢, (7;)32)52,

€ (,({,), pour tout (¢,)2, € £pu(X*). On

n=1

note

GHUX) = {(fﬂj)?il € XM N pu(ay)P < 0o pour tout ()i, € fp,w(X*)}

n=1 j=1

12
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I’espace de suites mid p-sommables muni de la norme

| @) = sup (22 |¢n<wj>|p> y

(Pn)aZ1€Bep w(x*) \n=1 j=1

Définition 2.1.2. Soit X un espace vectoriel normé on définit I'espace coo(X) par
Coo(X) = {(ZL'j);il S XN = j() eN €Ty = 0 Vj 2 jo} .
Définition 2.1.3. Soit la suite ()32, dans X est dite inconditionnellement p-sommable
s
tim || ()32, 0 = 0.

On le note par

GX) = {3 € 40 tm | ()3, lpw =0} (2.1)
Théoréme 2.1.1. [2] Soit X un espace de Banach et 1 < p < oo alors.

1 0NX) = Ly (X) si et seulement si I1,(X, 6,) = L(X,4,) .

2. IM(X) = €,(X) si et seulement si X un sous-espace de Ly(p) pour la mesure de

Borel 1 .

On dit que un espace de Banach X est un faiblement mid p-sommable si €;’”d(X) =

lpw(X) ; et est dit fortement mid p-sommable si €77 (X) = £,(X).

Lemme 2.1.1. Si X est de dimension infini, alors la norme || . ||, et || . ||pw ne sont pas

équivalentes dans coo(X). En particulier €,(X) n’est pas fermé dans €, ,,(X) .

Démonstration. Premiérement il est clair que coo(X) est dense dans (¢,(X), || .parallel,)
et par la définition de £3}(X), coo(X) est dense dans (£,(X), || . ||,) aussi bien. En fait pour

le premier cas, soit z = (z;)72, € £,(X) et € > 0, alors il existe ng € N tel que

(3 ] <
Jj=no+1
comme coo(X) C £,(X), la suite

¥ = (21, %9, 23, ..., Tny, 0,0,0,...) € coo(X)

13
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et
1
00 P
e — " |l= < > ey Hp> <e
Jj=no+1
Maintenant, supposons que les normes || . ||, et || . ||, est équivalent sur coo(X). Alors

0, (X) = Zoolllr = gooll e = 04(X).

Donc, comme £,(X) = £(X), il s’ensuit que I'opérateur induite dans X est p-sommant
par la théoréme de DVORTZRY ROGERS FRACO. Pour conclure, supposons que £,(X)
et fermé dans £;;(X'), donc nous avons que (£,(X), || . [|,) et (£;(X), || - |lp.) sont complets.

Donc I'application induite

0 (X)) — (XD, o)

(l’])] 1 — l((l'])] 1)

est linéaire, bijective et continue, car (r;)%2, € (£,(X), || . |l,) nous avons

Ii((25)520) lpaw=l (25)521 lpaw<Il (25)521 llp (2:2)

1 . . . .
Donc (,(X) — £,.,(X), par la théoréme de application ouvert, c’est-a-dire un isomor-

phisme alors

| i_l((ﬂfj)}ﬁl) lp=I ()51 [lpaw<I (23)521 llpaw (2.3)
d’aprés et (| on obtiens
1 (25)520 lpaw<Il (23)520 <l (2)721 [lp

pour tout (z;)%2; C £,(X), par conséquent pour tout (7;)32; € coo(X) C £,(X) on

conclure que les normes || . ||, et || . ||, sont équivalent dans co(X). O

Lemme 2.1.2. Pour chaque (x;)52, dans €7 (X) on ait

sup (ZZW z;)| >1<oo.

(Pn)nZr€lpw(X™) \ =1 j=1

Théoréme 2.1.2. ((7")(X), || . |lpmia) est un espace de Banach, .

14
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Démonstration. Soit A € K | (x;);et(y;); €

I AM5)721 llpmia

(X)) on a

I (Az5)721 llpmia

sup (ZZ\% Az;)] )

LA

(‘Pn) 1€éw(X* n=1 j=1
1
o o0 p
= sup [IAPon ()7
(pn)3y €42 (X) (; ;
%

- (zzmmnp)

AL
(Pn)aZ €63 (X*) \bi=1 j=1

AL ()52 o mia -

Alors A(z;); € £7"U(X) et || Mzj); lpmia= Al | ()32 [[pmia- D’autre part on a

(25)721 + (Y5)521 llpmid

IN

(Pn)s1€0p,w(

(on)p2

| (z; + yj)?il | pmid

sup (Z Z |90n Lj + y]

1
(Pn)ol 1€lp,w(X*) \ = 1 j=1 )
sup
(n)pZq €Elp,w(X™)

(Z (Z [on(a) + myj)v’) p

sup
(pn)nz €bp,w(X¥)

B =

sup

Dl (ale))i + (paly)3n HZ)

3=

(I Cen(@))i2y o + 1 (nlw3))32 IIp)p>

sup

<Z I (nl25))52 1Hp> +
(Z I (nlys))521 ||”>

sup
1 €lp,u(

I ()52 ||p,mid 11 W3)520 [lpmia -

15
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Alors (z5); + (Y5); € Cpuw(X) et || (25); + (Us)j lpmia <II (®5)321 lpmia + || (5)521 lp.mia-

On a aussi || ()32, ||pmia = 0 implique que

sup (ZZ|‘Pn($J)|p> = 0.

(en)5Z1€Bey o (x*) \ =1 j=1

3=

Cecl donne

(pn,x;) =0 pour tout j € N.

Alors (z;); = 0 ce que montre que Kg”d(X ) est un espace vectoriel norme . Nous montrons
que (7"(X) est complet pour la norme || . ||pmiq - Soit (2*) une suite de Cauchy dans
£ X), pour chaque k € N posons z* = (2})52, € £7(X). Alors pour tout & > 0, il

existe kg € N tel que

2" =& [lpmia =II (25 — 27)32s

0o 00 %
- (zzwf—x;)rp) ..

(o) 1€lp,w(B*) \ ;=1 j=1
(2.4)

pour chaque k,r > kg, procéder de maniére tout a fait analogue a ce que se faisait dans
I'espace £;/(X), on obtient que la suite (xf)zozl est de Cauchy en X, pour chaque j € N.
Alors, comme X est un espace de Banach pou chaque j € N, Jy; € X tell que m? LA Yj
en X .

Posons
y=(y;)52, € X.

Maintenant, il suffit de montre que y € £7"(X) et || 2% — y ||p.mid 0.

En faisant tendre r — oo dans (2.4)) et on obtient

| (x?—yj)j';l pmid < €, pour chaque k > k.

11 suffit de montre que || 2§ —y [l.mid 50, et la suit (zF —y) € (X)), pour tout k > k.
Par conséquent, pour k = ko nous avons (zg — y) € £5"*(X) et donc, comme £7"(X) est
un espace vectoriel, on a y = 2™ — (25 — y) € (X)) .

Donc 7"*(X) est un espace de Banach . O
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CHAPITRE 2. LES ESPACES DE SUITES MID P-SOMMABLES

2.2 Quelques propriétés

Proposition 2.2.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes pour [’espace faiblement

mid p-sommable X
(a) (,(X) est fermé dans (77(X) .
(b) Les normes || . ||, et || . ||pmia sont équivalentes dans £,(X).
(c) Les normes || . ||, et || . ||pmia sont équivalentes dans coo(X).

(d) X est de dimensions fini.

Démonstration. (a) = (b) Soit £,(X) fermé dans ¢7"4(X). Alors (£,(X),]| . [|,) et

(Co(X), || - llpsmia) est complets. Donc, comme le lemme précédent, 'application identité
entre les deux espace est continu, soit (z;)%2, € (£,(X), | . ||,) nous avons
1i((25)720) Npmia=Il (23)521 llpmia<Il ()71 [l (2:5)

1 , — :
donc £,(X) = £7¥(X). Donc par la théoréme des application ouvert c’est-a-dire un

isomorphisme et

I1((2)520) =l ()52 o<l (25)52: [lpmia (2.6)

d’aprés (2.5)) et (2.2 on obtient
Ii((25)70) lpmia<ll ()52 lp=<Il (;)7%1 llpmia

pour tout ()52, € £,(X).

(b) = (c) Il résulte du fait que co(X) C £,(X).

(c) = (d) comme X est un espace faiblement p-mid par le théoréme des applications

ouvertes les normes || . [[pmia €t || . [lpw sont équivalent dans £7"(X) = £,,(X), par

conséquent sont équivalent dans coo(X). Par (b) les normes || . ||, et || . ||pmi sont

équivalent, en particules dans 'espace coo(X). De cette fagon par le lemme , il

s’ensuit que X est un espace de démontions fini.

(d) = (a) comme X est un espace faiblement p-mid, nous avons ¢**(X) = £,,,(X). Donc

X est de démontions fini, par le lemme (2.1.1]) £,(X) est fermé dans £,,,(X) = £7"(X)
[
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CHAPITRE 2. LES ESPACES DE SUITES MID P-SOMMABLES

De meéme, nous avons.

Proposition 2.2.2. Les propositions suivantes sont équivalentes pour l’espace fortement

p-sommable X
(a) (,(X) est fermé dans €, ,(X).
(b) Les normes || . ||miap €t || - |pw sont équivalentes dans £7"(X).

(c) Les normes || . ||lmidp €t || - |lpw sont équivalentes dans coo(X).

(d) X est de dimensions fini.

Proposition 2.2.3. Soit X un espace de Banach. Alors
I 1
0p(X) = 0"HX) <= Ly (X))

Démonstration. Soit la suite (¢1,0,0,...) € By, ,(x+) pour tout ¢, est dans By~ .

En effet

P

I (01,0.0,) o = sup <Z|¢<%>|P>

’LIJEBX**

= sup |¢(801)| :H ¥1 H .

PEB x*x

Donc, si (z;)52, dans £;"*(X), nous avons

I ()52 lpw = sup (lel(l’j)lp>

p1EBxx

— (ZZWW)

((,01,0,0,...)6321),“]()(*) n=1 ]:1

< sup (ZZ rson<xj>rp>p

(San):,OZIGBZp,w(X*) n=1 ]:1

p

3=

= 1 (@)52 lpmia -

Ce qui montre (7"(X) <4 Cow(X) et || (z5); llpw<|l (%;); |lpmia, Pour la deuxiéme

inclusion , si (;)0, € £, ,(X*) et d’aprés le théoréme de Goldstien, nous avons

I (pa)ozs 1B = sup D lon(@)l” .



CHAPITRE 2. LES ESPACES DE SUITES MID P-SOMMABLES

Soit (z;)72, dans £,(X), on définit I'ensemble suivante J = {j € N : z; # 0}, on obtient

S Skl = X3 ke (e 0) P

J=1 n=1 jeJ n=1
ad T
S H:chP.Zm( j >|p
jeJ n=1 || x] H
3 (n z |7 <sup 3 |¢n<m>|p)>
jed t€Bx | T
= (sup Zm )(Z | z; ||p>
v€Bx jed
I ()22 B Zuxj [

IN

IN

On prend le sup sur les deux coutés. Donc on a l'inégalité suivant
(#n)5Z1€Bry (x*)
|- lpmia < - [|p- Alors

(p(X) = 07X,

Finalement on a
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Chapitre 3

LES OPERATEURS MID P-SOMMANTS
ET FAIBLEMENT MID P-SOMMENTS

Dans ce chapitre nous allons étudier certaines classe opérateurs mid sommants . Main-

tenant, on prend 1 <p < oo et T € L(X,Y) est un opérateur linéaire continu.

3.1 Définitions et propriétés

Définition 3.1.1. (Opérateur mid p-sommant)Soit X un espace de Banach et T' €
L(X,Y). On dit que T est mid p-sommant si

T:0md(X)y — 6,Y)

(€))2, — T((x))2,) = (T'(z4)) 2,

J=1

est bien défini. L’espace des opérateurs mid p-sommants est noté par Hg”d (X,Y).

Théoréme 3.1.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) T e IIM(X,Y).
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CHAPITRE 3. LES OPERATEURS MID P-SOMMANTS ET FAIBLEMENT MID P-SOMMENTS

(2) L’opérateur
T:0m(X) — £,(Y)

p

()30 = T((x)52) = (T(x))3,

est bien défini, linéaire et continu.

(3) 1l existe une constante C > 0. Telle que

k
(T ()50 o< C- I (@5)5=1 llpania (3.1)
pour tout k € N et tout z; € X j=1,...,k.
(4) 1l existe une constante C > 0. Telle que
(T ()20 [1p< C- ()52 lpmia (3.2)
pour tout suite (x;)52, € £7"(X).
De plus
I T llrpiaxyy:=I T || = inf{c: vérifient BI]
= inf{C : vérifient [3.2}.
Remarque 3.1.1. || T ||< 7%4(T) pour tout T € I (X,Y").
Théoréme 3.1.2. L'espace (II"(X,Y), n"(.)) est un idéal de Banach

Définition 3.1.2. (Opérateur faiblement mid p-sommant) On dit qu'un opérateur

T € L(X,Y) est faiblement mid p-sommant si

~)

p(X) — MUY
()52 — T((z));2,) = (T(z))) 2,
est bien défini. L’espace des opérateurs faiblement mid p-sommants sera noté Wz’f”d(X Y.

Théoréme 3.1.3. Les propriétés suivantes sont équivalentes .
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CHAPITRE 3. LES OPERATEURS MID P-SOMMANTS ET FAIBLEMENT MID P-SOMMENTS

(1) T € WMd(X,)Y) .
(2) L’opérateur induit

T lpu(X) — £M4Y)

p

()52 — Tl(w3)32) = (T(3)52,

est bien défini, linéaire et continu .
(3) (T(mj)>;il € Epmid(Y) pour tout ()52, € £(X) .

(4) L’opérateur induit

est bien défini, linéaire et continu .

(5) Il existe une constante A > 0. Telle que

I (T(Ij))?ﬂ lpmia < A | (%’)?:1 lp,w

pour tout K € N et tout v; € X, j=1,...,k .

(6) Il existe une constante A > 0. Telle que.

<ZZ Iwn(T(xj))\”> <A @iz lpa - 1 (en)aZn llpao

pour tout k € N, x; € X, j=1,....k et tout (p,)52q € lpuw(Y™) .

(7) Il existe une constante A > 0. Telle que

<ZZ |<Pn(T(xj))\”> <A (@)1 lpaw - | (Pr)aZa [l

n=1 j=1

pour tout (2;)52, € €y (X) et tout (on); € Lrw(Y™) .

22
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CHAPITRE 3. LES OPERATEURS MID P-SOMMANTS ET FAIBLEMENT MID P-SOMMENTS

De plus

1T llwpiaxyy =1 Tl =TIl =inf{A A vérifiant B3}
=inf{A, A vérifiant 3.4} .

Remarque 3.1.2. || T ||< w(T) pour tout T € W"4(X,Y).
Théoréme 3.1.4. L'espace (W"(X,Y), wi(.)) est un idéal de Banach

Démonstration.
1) W;"(X,Y’) est un sous espace vectoriel de L(X,Y) et L;(X,Y) C W"(X,Y)
a) Soit ST € I/I/Ijr”'d()(7 Y) et NeK

(i) On a
(ZZM((TJFS)(%))IP) = ZZ\%(T(%)JFS(%))lp)

n=1 j=1

IA

gL

- (z S lealT(a) + wn<s<xj>>|p>
( Z\%(T@jmp)

hSA

a0 » |<pn(5(a:j))|p)

n=1 j=1
< w0+ w (] (@)324 llpw

I (n)nZs [lpw -

Donc T + S € W;”id(X, Y) et w;”id(T +5) < wﬁid(T)w?id(S) .

(ii) Pour tout A € K on a
I AT) (i) lwpia = [ (TAw)izy) lwpria
wy (T || (Az)i2y lpoll (00)721 oo

A ™ (T) 11 (23)521 lpao - | (a)ns llps -

IN

IN
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CHAPITRE 3. LES OPERATEURS MID P-SOMMANTS ET FAIBLEMENT MID P-SOMMENTS

Alors (AT) € WM4(X,Y) et w(\T) < [Aw(T) .

D’autre parti on a

wp(T) =

p

)\AT)
= wp(NS)

1 )
—wM(AT).

)\/ mid S —
N (8) = 5

Donc w"(A\T) = |AJw]"(T) .

(iii) On a

ITI<wy™(T)=0 « [ T]=0

< T =0.

Donc (W"(X,Y), w(.)) est sous espace vectoriel normé .

b) L;(X,Y)C W (X,Y) Il suffit montre que opérateur T de la forme

T(x)=®(x)y tell que e X'yeY

N—
=

(ZZ |son<T<:vj>>|p> = (ZZ [on(@ ()0

n=1 j=1

= (Z > |90n(y)<1>(ffj)lp>

n=1 j=1

=

< Dyl <ZZ| Py T I”ICP(%)I )

n=1 j=1

< lyl (an, |er<bx] )
< lyliel sup > (en o)) (_Z (@

< Ny llFe Il (5)52 lpawll (on)iZs llpw -

24
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CHAPITRE 3. LES OPERATEURS MID P-SOMMANTS ET FAIBLEMENT MID P-SOMMENTS

d'ou T € WM(X,Y) et wp(T) <[ @ ||| y |
d’autre parti on a
Iy =T |< wy(T).
Donc wy"(T) =[| @ |||l y || -
Alors L¢(X,Y) C W;md(Xa Y).

2) Propriété d’idéal

ueE(E X) TEW"”d(X Y)

(i) Ona F X Yy 25 R
(zzmmuw) _ (zzwmw)
n=1 j=1 n=1 j=1
o0 o0 l
< sw (zzwwww)
Pn€Bu vy \ ;=1 j—l
< wmld<T> 33] j pr
1
< W T) sup < e >|p>
ZL‘GBx* —1
< wWhNT) sup (It
CEGBX*
@), )\ 7
mi u \r p
<l Wl T) sup (r<wj,—>rp)
S e T
1
<l wm(T) sup (|, )):
§EBE~
< 1T 1w D) | ()l
Donc
W o u) <|| || W) . (3.5)

D’autre parti on a

TeW M (X)Y) _ vel(X,Y)
s =

Y F2 R

25



CHAPITRE 3. LES OPERATEURS MID P-SOMMANTS ET FAIBLEMENT MID P-SOMMENTS

1 1
(zzmovoww) < (zzmowmp)
n=1 j=1 n=1 j=1
< sup > lenov(T ()
‘PnEBZ};’(F*) n=1 j=1
oo 00 O OV )
< flvl sup DY (T(x;)) P
QOHEBZ;L)U(F*) n=1 j=1 H v H
< Jollosup (D0 I(T ()P
fneBe;#(Y*) n=1 ]:1
< o fwg™(T) || (25) llpaw -
Donc
wg”d(v oT) <l v w;”id(T) . (3.6)

Alors d’aprés (3.5)) et (3.6) on a

(voTou)e WM (E,F) et w)"(voTou)<| v w(T) | ul

(i) | T:K—K:T(\) =X |lwpiapm=1

DD leaTOy)P

n=1 j=1

( )

<

IN

DD Lol

n=1 j=1

D el NP

1

n=1 j=1 )

o) (E0)
j=1

o0

Y=

—_

n=

I

donc T € W (X,Y) et w)"(T) < 1 de plus 1 =|| T ||< w)(T) < 1. Alors

mid
wp

(iii) (W;]Lid(X, Y), wmid

p

(T)=1.

() est Banach. Soit (7)) une suite de Cauchy de W"(X,Y")

Ve > 0, El?’L() GN, \V/T,m EN, n,mZ No, || Tr_Tm ||Wp’m,id(X7Y) < g.
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CHAPITRE 3. LES OPERATEURS MID P-SOMMANTS ET FAIBLEMENT MID P-SOMMENTS

on a pour tout r,m > ng
1T =T | <N T = Ton Nwpiaxyy <€

Donc (7)) est une suite de Cauchy de £(X,Y) .
Comme L£(X,Y) est un Banach (X complet), alors

T, M>T€£(X,Y)si7"—>oo.

D’autre part, pour r,m > ng, on a

k oo %
(zzw ) >|) < 1T = T gl @ e | ()

j=1 n=1

< el @)5% o - Il (en)an llpaw

quant r — oo,on ait

(ZZ |on (T — Tm)(%)l) el ()72 llpaw - [ (En)nZy llpw — Ym = mg

j=1 n=1
Alors T —T,, € W)"(X,Y). Donc T = (T — T,,,) + T, € WM(X,Y') et par

conséquent (W, || . [[wmia) est complet.

Dou, (W"*(X,Y),w;(.)) est un idéal de Banach des opérateurs linéaires. O
Théoréme 3.1.5. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) X est faiblement mid p-sommable .

(b) I(X,Y) =11,(X;Y) pour tout espace de Banach Y .

(c) TU4(X, 6,) = T1,(X; 6,) = £(X:6,)

(d) W(X,Y) = L(X,Y) pour tout espace de Banach Y .

(e) idx € W"(X;X) .

Démonstration. Nous allons démontrer comme suite

YA
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CHAPITRE 3. LES OPERATEURS MID P-SOMMANTS ET FAIBLEMENT MID P-SOMMENTS

(a) =(b)Soit T € II"4(X,Y) tel que, Popérateur induite T : 0,(X) — €, est bien défini,
linéaire et continue. Donc cette fagon comme X est un espace faiblement mid p-sommable,
c’est £7"*(X) = (2(X), on obtiens que Popérateur induite T : ly(X) — £,(X), aussi bien
défini , linéaire et continu, cela montre que 7" € I1,(X,Y’), les mémes montrent I'inclusion
(X, Y) D TL,(X,Y).

(d) = (e) Evident.

(e) =(a) Siidx € W) (X, X), Alors I'opérateur induite idx : lyw — 07(X) est bien
défini. Donc nous pouvons identifier £,,,(X) comme £74(X) par la relation ci-dessus et
lpw(X) = £ et un espace faiblement mid p-sommable.

(b)= (la premiére égalité en (c)) Evident.

(la premicre égalité en (c)) = (a) soit z* = ()52, € {pw(X™), identification

ly(X*) = L(X,£,) ([10]voir le preuve proposition (2.12) ) donne que

SZ‘* . X — gp

* o0

v > Spe(x) = (23(7))7,

est un opérateur linéaire borné, par la définition de £7"(X)

(S (2n))nzr = (@7 (20))i21)n2n € £o(6p)

pour tout ()52, € £74(X). Cela signifie que S,- € I (X 4,),
pour tout z* = (23)52; € £pw(X*). Donc donné (z,,)72, € £,.,(X), il s’ensuit que
(S (ea))2r = (@) € G(6y) pour tout 2° = (2R € yu(X*); on prewve
e (2,)32, € £4(X)
Que (a) est équivalent a la deuxiéme égalité en (c) est précisément le théoréme le
compléter la preuve, laisses nous vérifier (a) == (d). Soit T' € L(Y, X) et (7;)32; € £, (Y)
donné, la stabilité linéaire de ¢, ,,(X) et 'hypothése donné
(T(25))32) € lpw(X) = £7"*(X). Cela preuve que T € W"(Y; X).

O]

Théoréme 3.1.6. (Théoréme de factorisation) Tout opérateur linéaire p-sommant
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CHAPITRE 3. LES OPERATEURS MID P-SOMMANTS ET FAIBLEMENT MID P-SOMMENTS

se factorise par deux opérateurs linéaires faiblement mid p-sommant et fortement mid

p-sommant, c’est a dire 11, = H;”d o W;,md :

Démonstration. Soient (z;); € X , T € IIT"(Y, Z) et S € W,"(X,Y). Alors

(2: | T o S(x;) |p>’1’ _ (Z - p>5’

< mUT) I (S(@0))izt lpmia
< UT) ™ (S) I (@) [lpw

Donc T'o S € I,(X, Z) et my(T 0 S) < m(T).wi(S) .
Alors I o W™ C 11,

S

Nous avons déja que IT7" oW C II,,, soit u € I,(X,Y") par le théoréme de factorisation
de Pietsch ([ [I] corollary 1, page 130| ou [[8] theorem 2.13]) on a la mesure de Borel-
Radon p sur (Bx», W*), un sous-espace fermeZ de (,(4) et un opérateur v : Z — Y
Alors le diagramme suivent commute ( ix et j, et sont des opérateur canonique et jzf est

restriction de j, a ix(X)

X
ix

Zx(X

Y

T
C(K) —>LP(N

soit (z;)52, € £;(X), par la continuité de ix et la stabilité linéaire de £)(.), on a

(ix(x;))32; € £¥(ix(X)). puis que j est absolument, p*-somment, il s’ensuit que (j,X (ix(z;)))52, €

(X)) C 74X, prouvant que j, oix € W(X, Z). Maintenant soit (y;)52, € £7"(Z).

par théoréme ona (y;)5, € {,(Z), donc, comme u est bornné et £,(.) linéaire
stable, (W(y;));2, € £,(Y), prouvant que u € II"(Z,Y"). O

Corollaire 3.1.1. Soient p > 1, u € L(X,Y) et v € L(X,Y) si u* est mid p*-sommant

et v* est faiblement p*-sommant. Alors v ou est Cohen fortement p-sommant.
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Démonstration. On note par T4 I'idéal de tous les opérateurs u tel que u* € Z, on a
(ngid)dual o (H;riid)dual g (ngﬁld ° W;r:id)dual — Hggal — Dp-
Ot les inclusions sont claire, la premiére égalité suit du théoréme (3.1.6|) et le deuxiéme

de ([9)). O

3.2 Théoréme de domination
Soit x = (74)52, € {pw(X). L'opérateur

U, : X* — ¥,

o= W) = (2 ()5,

est bien défini, linéaire et continu, avec || ¥, [|=|| (7;)$2; [|p.w- De plus d’aprés I'inégalité

de Minkowski, on a

(Z (Z Ix;i(rcj)\p» ,, < (Z (Z |x;;(xj>|p)> ! (3.7)

et si x = (2;)52, € £7"(X), alors 'opérateur induit

Ul (X)) — £,(4)

(s = Tal(2n)i2) = (@ (25)) 5205

n=1 n=1 n n=1

est bien défini, linear et contunu par le théoréme du Graphe fermé avec
W <[] ()72 [lp -
Théoréme 3.2.1. Soit v = ()72, € lyw(X) . Si
(i) = (2;);2, € (X)) .
(it) ¥, € I1,(X*;¢,) .
Alors mp(Va) = (z5)521 Iy -
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CHAPITRE 3. LES OPERATEURS MID P-SOMMANTS ET FAIBLEMENT MID P-SOMMENTS

Démonstration. D’aprés , si = (;)52, € £, on a

<§]H%@wﬁwg f;<zj:|@@mﬂ>p
- (Z (Zu;(w))p <0

pour tout ()2, € £,,,(X*). Alors U, € II,(X*;¢,) et m,(V,,) =] ¥, ||=]| (%‘)j’; . O

RS

Théoréme 3.2.2. Soit T € L(X;Y) les propriétés suivantes sont équivalentes .
a) T est faiblement mid p-sommants .

b) Il existe une constante C' > 0 et une mesure de probabilité réguliere de Borel p sur

By« tell que

<o/ oPaute)) (33)

3=

<Z !y*(T(l'j)ﬂp)
pour tout y* € By« et tout (2;)32; € £pu(X) .

c) Il existe une Constante C' > 0 et une mesure de probabilité régulicre de Borel u sur

By« tell que, pour tout k € N, on a

(i: y*(T@?j))p); <C. (/BY** |90(y*)du(<p)]p>; : (3.9)

pour tout y* € By« et tout xq,...,x € X .

Démonstration. a) = b) Si (z;)72, € l,u(X), on ay = (T'(z;));2, € YY) et la

Théoréme (3.2.1) s’assure que ¥, : Y* — £, est p-sommants. Donc Il existe une constante

C > 0 et une mesure de probabilité réguliére de Borel p sur By« tell que

19,6 |, < C. (/BY** |¢(y*)|pdu(¢)>i

pour tout y* € By, c’est a dire

(Z |:c*<T<o:j>>\P)

< C. </by Iw(w*)l”du(w)> .

31
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CHAPITRE 3. LES OPERATEURS MID P-SOMMANTS ET FAIBLEMENT MID P-SOMMENTS

Pou tout z* € By-.

b) = a) Toujours en considérant y = (T'(x;))52,, si (7;)%2, € £pw(X), par on
obtenons (v*(T'(z;)))32, € £y, pour tout 2* € By~ ¥, : Y* — [, est p-sommants, et on
utilise le théoreme (3.2.1)) , on conclure (T(x;));2, € £ (Y).

b) = c) est évidente . O
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CONCLUSION

L’espace des suite mid p-sommable, est un nouveau espace défini par Karn et Sinh
dans [2].

Dans ce travail, nous avons effectué une étude détaillé & ce théme, et nous avons
présenté des théoréeme, quelque propriétés sur cet espace, et on défini les opérateur de
cet espace comme les opérateurs mid p-sommants et les opérateurs faiblement mid p-

sommants .
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